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Der Geometrieeinflufl auf den transversalen
magnetischen Widerstandseffekt bei rechteckformigen Halbleiterplatten

Von Hans Joacain Lippmany und Frieobrica KuerT

Aus dem Laboratorium der Zentralwerksverwaltung der Siemens-Schuckertwerke AG, Niirnberg
(Z. Naturforschg. 13 a, 462—474 [1958] ; eingegangen am 20. Mirz 1958)

Die Widerstandserhohung eines Elektronenleiters im transversalen Magnetfeld hat zwei Ursachen:
Abnahme der Trigerbeweglichkeit (physikalischer Widerstandseffekt) und Ablenkung der Strom-
bahnen (geometrischer Widerstandseffekt). Fiir rechteckige Halbleiterplatten wird der Geometrie-
anteil der Widerstandserh6hung durch Losung des Randwertproblems einer stromdurchflossenen
Platte im transversalen Magnetfeld berechnet. Die Methode der konformen Abbildung fiihrt fiir den
Widerstand auf einen Integralausdruck, der fiir kleine und groBe Harr-Winkel @ entwickelt wird.
Der Geometrieeinflufl auf die Widerstandserhchung ist fiir kleine Magnetfelder quadratisch in &,
fiir groBe Magnetfelder und endliche Seitenverhiltnisse der rechteckformigen Platten dagegen stets
linear in tg @ . Das Ubergangsgebiet zwischen kleinen und groBen Hari-Winkeln wird durch nume-
rische Auswertung des Integralausdruckes erschlossen. Fiir den Spezialfall quadratischer Platten
wird die Feldabhingigkeit des Widerstandes durch eine fiir alle © giiltige elementare Funktion

beschrieben.

Bringt man einen Elektronenleiter in ein trans-
versales magnetisches Feld, so nimmt sein Wider-
stand zu. Dieser experimentelle Befund wird als
transversaler magnetischer Widerstandseffekt, im
folgenden kurz als Widerstandseffekt bezeichnet. Der
Widerstandseffekt ist um so grofler, je hoher die
Elektronenbeweglichkeit des elektrischen Leiters ist.
Materialien mit einem groflen Widerstandseffekt
sind neben Wismut mit einer Elektronenbeweglich-
keit von 6000 cm?/V sec, die durch WeLker und
Mitarbeiter bekanntgewordenen III-V-Verbindun-
gen, insbesondere Indiumantimonid und Indium-
arsenid mit Elektronenbeweglichkeiten von etwa
60 000 cm?/V sec bzw. 20 000 cm?/V sec .

Die Widerstandserhchung eines Elektronenleiters
im transversalen Magnetfeld hat zwei Ursachen, den
»physikalischen® und den ,geometrischen* Wider-
standseffekt 2,

Der physikalische Widerstandseffekt beschreibt
die Abnahme der spezifischen Leitfahigkeit o eines
Stoffes im transversalen Magnetfeld B. Durch die
ablenkende Wirkung des Magnetfeldes werden die
Elektronen daran gehindert, wédhrend des freien
Fluges zwischen zwei StoBen der angelegten elektri-
schen Feldstirke mit der vollen, dem magnetfeld-
freien Fall entsprechenden Driftgeschwindigkeit zu
folgen. Die geringere Driftgeschwindigkeit der Elek-
tronen entspricht einer kleineren Beweglichkeit u
und damit einer Abnahme der spezifischen Leit-
fahigkeit o.

1 H. Werker, Elektrotechn. Z. 76, 513 [1955].
2 H. Weiss u. H. WeLker, Z. Phys. 138, 322 [1954].

Nur bei langgestreckten Proben ist der physika-
lische Widerstandseffekt die alleinige Ursache fiir
die Widerstandserhohung im Magnetfeld. Fir die
Messung der MaterialgréBe o als Funktion . des
Magnetfeldes B miissen daher moglichst lang ge-
streckte Proben verwendet werden.

Zu dem beschriebenen ,,physikalischen® Wider-
standseffekt tritt zusitzlich eine Widerstandserho-
hung, die durch die Ablenkung der makroskopischen
Strombahnen verursacht wird. Der Strom durchsetzt
den Leiter also nicht mehr auf dem kiirzesten Wege
von einer Elektrode zur anderen, sondern je nach
der Geometrie der Probe werden die Strombahnen
mehr oder weniger seitlich abgedringt. Die durch
die Verldngerung der Strombahnen und die Verklei-
nerung ihrer Querschnitte bedingte Widerstands-
erhdhung wird als ,,geometrischer® Widerstands-
effekt bezeichnet.

Vergleicht man den ,,physikalischen® und ,,geo-
metrischen Widerstandseffekt hinsichtlich ihrer
Grofle, so findet man, daf} der iiberwiegende Anteil
der Widerstandserhohung durch den Geometrie-
effekt bedingt ist. Wahrend z. B. bei Indiumantimo-
nid mit einer Beweglichkeit von 40000 cm?/V sec
der spezifische Widerstand bei einem Magnetfeld
von 10000 G auf das 1,5-fache ansteigt, betrdgt die
Widerstandserhohung endlicher Proben bei geeigne-
ter Wahl der Probenform das 10— 20-fache des
Widerstandswertes beim Magnetfeld Null.

Im folgenden wird der geometrische Widerstands-
effekt bei rechteckformigen Proben, d. h. der Geo-

metrieeinflul  auf die Widerstandserhéhung von
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GEOMETRIEEINFLUSS AUF DEN WIDERSTANDSEFFEKT BEI HALBLEITERPLATTEN

Darin ist C eine endliche Konstante und {, der Bild-
punkt des Koordinatenursprungs der z-Ebene.

2.3. Abbildung der rechteckformigen Platte auf die
obere {-Halbebene

Das zy-Koordinatensystem in Abb. 2 deuten wir
nunmehr als komplexe z = (z + iy) -Ebene (s. Abb. 4a).
Die Eckpunkte des Rechtecks haben dann die Ko-
ordinaten z;=5b/2; z,=b/2+ia; z3= —b/2+ia;

iy
h : [
z_x;—‘)q’—za,m 2= _ +ia
V7772227277777, Gl
x
a-b =b
Z‘ 5 2’ 2
Abb. 4 a

Bgst Ey=1? B2 g

B3 =%

Abb. 4b.

Abb. 4. Abbildung des Rechtecks mit den Seiten a und b auf
die obere {-Halbebene.

zy= —b/2. Die Abbildung dieses Rechtecks auf die
obere {-Halbebene wird nach dem Scawarz—Curistor-
reLschen Satz so gewihlt, dafl die Eckpunkte z; bis
z, in die Punkte & = +1; &= +1/k; &= —1/k;
&= —1 und der Koordinatenursprung z=0 in
§=0 ibergehen. Die Bedeutung der Grofe £ folgt
aus der weiteren Rechnung. Die untere Elektrode

—-b/2< 2 < +b/2; y=0) geht bei dieser Ab-
bildung in die Strecke —1< &< +1 der re-
ellen Achse der (-Ebene, die obere Elektrode
(=b/2=< 2 < +b/2; y=a) dagegen in die beiden
sich tiber den Punkt &= ~ schlieBenden Strecken

1/1kL£8< o0 und — < <K —1/k iiber. Die

465

Funktion, die diese Abbildung vermittelt, lautet:

z(¢) =Cf:(§—l)_”2 (C—1/k)~ "
U “(C+1/E) T (C+1)7"dL

(12 a)

¢ -
oder z(C):Ck/ JimeEE . (12b)
Da die Abbildung den Punkt z;= +5b/2 in den

Punkt & = +1 dberfihrt, folgt als Bestimmungs-
gleichung fiir die Konstante C in (12):

b
. / _—
2 V(l—-)(l— )

Das Integral in (13) ist das vollstandige elliptische
Integral erster Gattung K (k) als Funktion des Mo-
duls k. Aus (13) folgt daher:

b 1
CZ’ikK(k)' (13 a)

(13)

Da die Seite a mit den Endpunkten z;=5/2 und

=b/2 +ia auf das Stiick der reellen Achse von

=1 bis & = 1/k abgebildet wird, folgt aus (12b):
1k

, g
“ Ck/ VE-) -k
1

Die Transformation des Integrals (14) mit Hilfe
der Substitutionsgleichung 1 —£2 &= E2&2  (mit
k" =V1—k* komplementéirer Modul) ergibt:

Ck/V(i— ’2)(1 K2 E%) =CEkK(K). (14a)

Durch Division von (14 a) und (13 a) folgt fiir den
Zusammenhang zwischen dem Seitenverhiltnis a/b
und der in die Abbildungsfunktion (12) eingehen-
den Konstanten &
K(K)
afb= s xw
Abb. 5 zeigt den durch (15) beschriebenen Zusam-
menhang zwischen a/b und dem Modul k. Fiir
a/b=0 wird der Modul k=1, fiir a/b— geht k
gegen Null. Wahrend der durch Gl. (15) beschrie-
bene allgemeine Zusammenhang zwischen a/b und
dem Modul % transzendent ist, konnen fiir kleine a/b
sowie fiir grofe a/b unter Benutzung der Entwick-
lungen # der vollstandigen elliptischen Integrale K (k)

Crp N
')

(14)

(15)

4 F. Oseruertincer u. W. Maxenus, Anwendung der ellipti-
schen Funktionen in Physik und Technik, Springer-Verlag,
Berlin-Gottingen-Heidelberg 1949, S. 3.
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Abb. 5. Zusammenhang zwischen Seitenverhiltnis a/b und Die Potentialfunktion v (£, %), die diese Randbedin-
Modul % . gung erfiillt, findet man nach einem Vorschlag von

bzw. K (k') einfache Niherungsausdriicke angegeben
werden. Fiir kleine a/b ergibt sich

k=1—8e @2l (15a)

giiltig im Bereich 0 < a/b < 0,35 mit einer Ge-
nauigkeit von 1%.
Die Niherung fiir groBe a/b lautet

k=4 e (15b)

giiltig im Bereich 0,85 < a/b < ~ mit der Ge-
nauigkeit von 1%.

2.4. Bestimmung des elektrischen Potentials v (&, 1)
in der oberen (-Halbebene

Bei der durch Gl. (12b) beschriebenen konformen
Abbildung geht das elektrische Potential ¢ (z,)
iiber in eine Potentialfunktion v (&, %). Auf der re-
ellen Achse der {-Ebene gelten dann fiir v (&, %) die
Randbedingungen

v(£0)=U fir —1Z86Z5 41, (16 a)
v(£0) =0 fir 1/kZ8S 0 und — 0 SES —1/k
sowie (g” ’;) —oR,B (16b)
n 0¢&
fir 1851k und 16K 1.

Die elektrischen Feldlinien haben daher in der (-
Ebene den in Abb. 6 qualitativ dargestellten Verlauf.
Sie beginnen senkrecht auf der Strecke —1 <8< 41
der reellen &-Achse (untere Elektrode) bzw. unter
dem Hain-Winkel © auf der Strecke 1 < &< 1/k
(rechter a-Rand) und fallen senkrecht - auf den
Strecken 1/k <8< o und — o0 ZEZ —1/k
(obere Elektrode) bzw. unter dem Winkel @ auf
der Strecke —1/k < &< —1 (linker a-Rand) ein.

Wick 5 durch die konforme Abbildung eines unter
dem Winkel © gegen die imagindre Achse geneigten
Parallelogramms A, B, C, D in einer w= (u+iv)-
Ebene (Abb.7) auf die obere (-Halbebene. Das
Koordinatennetz v = const und u=const in der w-
Ebene erfiillt dann die Randbedingungen (senkrech-

Abb. 7. Feld- und Aquipotentiallinien in der w-Ebene.

ter Einfall der Feldlinien auf den Elekiroden und
Einfall unter dem Winkel © auf den Léangsseiten).
Wihlt man daher die Abbildung so, dal die Ecken
A B, C, D in die Punkte &= +1, &= +1/k,
&= —1/k und &= —1 der reellen &-Achse iber-
gehen, dann ist der Imaginéranteil der Abbildungs-
funktion w({) =u(&, ) +iv(&, n) gleich der gesuch-
ten Potentialfunktion v(&,%) in der (-Ebene. Auf
Grund des Scawarz—CuristorreLschen Satzes lautet
die Abbildungsfunktion w({) explizit:
w () (17)
, das
B C{/ {(E=1) (C+1/k) Ym0la { (C+1) (L —1/k) }et6ln

5 R.F. Wick, J. Appl. Phys. 25, 741 [1954].
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Z, und C’ sind Konstante, die von der Wahl der Eck-
punkte A, B, C, D abhingen; fiir die Berechnung
des Widerstandes R(B) sind diese Konstanten je-
doch ohne Bedeutung.

2.5. Berechnung des Widerstandes R (B)

Fiir den Differentialquotienten der Abbildungs-
funktion (17)
dw du . 0v
ar =oe T

148t sich auf Grund der Riemannschen Differentialglei-

chungen unter Beriicksichtigung von ©:= —0v/C&
und ©, = — v/ schreiben:

Der Absolutbetrag des Differentialquotienten ist so-
mit gleich dem Absolutbetrag der elektrischen Feld-
starke in der {-Ebene:

2| -1€l.
Der Widerstand R (B) ist der Quotient aus der Span-
nung U zwischen den Elektroden und dem die Platte
durchflieBenden Strom J. Die Spannung U ldft sich
als Integral der Tangentialkomponente von € iiber
den rechten e-Rand, d.h. uber die &-Komponente
von € in der {-Ebene entlang der Strecke 1=£<1/k
der &-Achse darstellen, also

1/k

(18)

U=/|(§|cos@d$. (19)
1
Aus (17) und (18) folgt daher fiir U
U =cos O (19 a)
1/k

d& -
6ix [(E+1) (E—1[k)["e+6l="

" 1/ [E—=1) E+1/k)[—

Der Strom J ist das mit der Plattendicke d multi-
plizierte Integral tiber die Normalkomponente der

Stromdichte | entlang der unteren Elektrode
(-15E65 +1)

+1 +1
J=d [indi=dcos® [|j]de. (20)
=] =1

Man kann |j| auf | €| zuriickfiihren, indem man
Gl (1) skalar mit | multipliziert. Da das Spat-
produkt ([j,®B],]) verschwindet, erhilt man

(4.1) =a(G,j)
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oder mit (4) li|=0cos O|E|. (21)

Aus (20) und (21) folgt unter Beriicksichtigung
von (18) und der Abbildungsfunktion (17) fir
den Strom J

J=docos? O (20 a)

d):
_/1 [(E=1) E+1/k)["r=6la [ (5+1) (§—1[k)| /26l

Fir den Widerstand R(B) der rechteckférmigen

Halbleiterplatte erhdlt man somit

1 Z
RiB) = e (2
1/k

g .
[(§—1) (E+1/k)|"==6lx | (5+1) (§—1[k)|Ve+6la’
1 (23)

N=/ B ) B
[E—1) G+1/k)[e=0la[E+1) (E—1/k) [ et6ln”
-1 (24)

Die Konstante C” fillt, wie in 2.4. erwihnt, bei der
Bestimmung des Widerstandes heraus.

3. Herleitung analytischer Ausdriicke fiir R(B)
durch Entwicklungen

Da eine geschlossene Auswertung der Integrale
(23) und (24) nicht moglich ist, beschranken wir
uns im folgenden auf Entwicklungen dieser Integrale,
die fir kleine @ und fiir ©® — 7/2 zu analytischen
Ausdriicken fiir R(B) fiihren.

3.1. Entwicklung von R(B) fiir kleine ©

3.1.1. Die Integrale Z und N. Das Zahlerintegral
Z (23) kann unter Beriicksichtigung der durch die
Betragstriche im Integranden festvelegten Vorzeichen
geschrieben werden
1/k

&
a / {E=1) (A/k+8) Yi=6lx {(E+1) (1/k—E) Ylrtoln
(25)
Fir kleine © 1aBt sich das Integral in eine TavLor-
Reihe nach O/ entwickeln. Erweitert man den Inte-
granden gleichzeitig mit dem Modul %, dann folgt

fiir die Entwicklung bis zum quadratischen Glied
in O/n:

Zklf]/

+ 2Lk +4(2 n(l;k)}
5a)

1)(1 k2§)
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mit
1/k

d& E=1) 1+k &)
L)< [ 4
(k) lfV(P—l)(l—k?Ef) ey a—ks
1/k

d&
M~ / V(E—1) (1—k2 &) (ln

Das erste Glied der Entwicklung erweist sich nach
Durchfiihrung der Transformation k2 &2=1— k> &
als vollstdndiges elliptisches Integral des komplemen-

tiren Moduls K (%').
Der Koeffizient L(k) des zweiten Gliedes der Ent-

wicklung verschwindet. Fithrt man namlich in L (k)
die Substitution

-1 (1+7k§),)2
E+NQA-k8 )’

5_ E+Da-k

L = 2
E-DA+EKE (26)

durch, so wird

InZ di

L) == | Vi va—mra—prarasns
0

= / F(2) d2.
0
Aus der Zerlegung des Integrationsintervalles
1 -
Lk)=— [F())di— [F(i) di
0 i
folgt mit der Substitution 4 =1/4’
0 1
[FG) dh=— [F(¥)dV
i 0
und somit L(k)=0.

Mit der Substitution (26) geht das dritte Integral
M (k) in analoger Weise iiber in

1
M(k)=2/£n1)% dz
0

Vi V(A—k)2 (1—=2):+4k(1+i)?"
Die weitere Substitution A=e 2" ergibt dann die
Form

2 dy
w=n 0/ Vaktarmigine, (20
Das Integral (27) fir M (k) fiihrt fiir groBle a/b
(a/b— <, k—0) und kleine a/b (a/b—0, k— 1)
auf einfache Ausdriicke. Beschrankt man sich niam-
lich bei dem quadratischen Glied in ©/a fiir das
Integral Z im Hinblick auf seine k-Abhéngigkeit auf
die erste Naherung, so kann M (k) = M (0) fir grofie

H.J. LIPPMANN

UND F.KUHRT

a/b und M (k) =M(1) fiir kleine a/b gesetzt wer-
den. (27) liefert fiir k=0

M(O)=8/é%dv=2883
0

b 8y 1
mit S; - ,#0 @niD)? =1,2021
und fir k=1
(_])n 73

. r 1'27 B e
M(l)_4/€0‘_vdv_l6 ,%'U(zn+1)3 L,
0 ¢

Zusammenfassend gilt also fiir das Zahlerintegral Z
fir groBe a/b

sz{K(k’) +14 53(2)2}:/&1((5) {1 + @2;}}‘}’?})}
(28 a)
und fir kleine a/b

Z=k{K(k’) T (f)} =kK(k'){1+ @21}:(”)}.
(28 b)

Das Nennerintegral N nach (24) laBt sich unter Be-
riicksichtigung der durch die Betragstriche im Inte-
granden festgelegten Vorzeichen schreiben:

+1
N= f dg .
) {QA=8) Uk+8) le=6lz { 1+§) (1/k—E) y'ls+ 6l
(29)
Fiir kleine ®/z erhilt man in Analogie zu Gl. (25 a)

N=2 k{K(k) + % (f)zl(k)} (29 a)

mit
1
Iy = [ 4 (1-=8) A+kE) 2.
(%) Jva=ma-res (1n (1+8) (1—k5))
Das lineare Glied in ©/x verschwindet identisch, da
der Integrand eine ungerade Funktion ist.

Mit Hilfe der Substitution (26) geht der Integral-
ausdruck fiir (k) iiber in

1
_ [ (ni)?* o dd
1) = Vi V(A—k)2Q+A)2+4k(1—4)2

o 9 —9, s
und mit A=¢"2” in

r v dy
d _4/V(i'—k)éi-(ﬁ;k)ze-inﬂv' (30)
0

6 F. Torke, Praktische Funktionenlehre. Springer-Verlag,
Berlin 1950, S. 364.
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In Analogie zu Gl. (27) konnen fir den Integral-
ausdruck (30) fiir groBe a/b und kleine a/b wieder-
um einfache Naherungsausdriicke angegeben wer-
den: und zwar erhélt man fir grofie a/b

- »2 n3
I(O):ALfGvadV: .
0

und fiir kleine a/b

1(1) _2/6in,'dv*7s3.
0

Das Nennerintegral (29 a) lautet damit fiir grofie a/b

_ gz 7\
N_2kK(k){l+O4K(k)f (31a)
und fiir kleine a/b
_ f g2 15
N_2kK(k)11+0 KBS (31Db)

3.1.2. Analytische Ausdriicke fiir R(B) und deren
Giltigkeit. Unter Verwendung der Entwicklungen
fur das Zahlerintegral (28 a,b) und das Nenner-
integral (31 a,b) ergeben sich fiir den Widerstand
R(B) einer rechteckigen Halbleiterplatte gemal3 Gl.
(22) fiir kleine HaLL-Winkel @ die Ausdriicke

(32a) und (32b)
— g 148,
1 Mk){HO 22K (k) J
R(B) = do(B)(1—3 62 o7
2 K (k) { S
fiir groBe a/b, (32a)
K(k)d1+62 7}
R(B) — 1 { 4K(K)

T doBY1—=36% 0 0 [ 1. 715
2K(k){ 1+6 232K(k)}
fiir kleine a/b.  (32b)

Mit Hilfe der Gln. (15) und (15b) sowie der Na-

herungsausdriicke des vollstindigen elliptischen In-
tegrals K (k) fir* £— 0 und £— 1 folgt aus (32a)

214 S, g}
= e

BBy . 2 {1+(~)— =

doB)b (8]

Dieser Entwicklungsausdruck gilt mit einem Fehler
bis zu ca. 1% fiir den Wertebereich 1,0 < a/b < ~
und 0 < © < 0,45, Entsprechend erhilt man fiir
(32b) mit den GIn. (15) und (15 a)

g 11+@2(1_ £ “)} (34)

R(B)zdo(B)bl b

mit dem Giiltigkeitsbereich 0 < a/b < 0,35 und
0<0<045.
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3.2. Entwicklung von R(B) fiir © — 7/2

3.2.1. Die Integrale Z und N fir ® — /2. Wir
beginnen mit der Entwicklung des Nennerintegrals
(24). Als EntwicklungsgroBe wird e =3 — 0/a ge-
wiahlt, Unter Beriicksichtigung der durch die Betrag-
striche im Integranden festgelegten Vorzeichen folgt
aus (24)

+1

Vo / ds
‘ {Q+8) Q= P~ {(1=&) A/k+E) )+
7 s _
(35)

Der Integrand hat im Integrationsbereich Singulari-
taten bei $= +1 und &= — 1. Die Singularitéat bei
$= +1 ist integrabel, wihrend das Integral iiber
die Singularitdt bei §{= —1 fir ¢— 0 divergiert.
Da eine Entwicklung des Integrals fiir ¢ — 0 ange-
strebt wird, das Verhalten des Integrals fir ¢ — 0
aber entscheidend durch die Singularitat bei &= —1
beherrscht wird, spalten wir einen Term N,(¢) ab,
der diese Singularitat in geschlossen integrierbarer
Form enthilt.

N=Ny(e) +N(¢), (35a)
+1
. ; ds
mit Ny(e) = c_yl/ AT 8-
und
+1 .
N, (¢) =
1(€) _[ [{ A+8) U/k=& == { (1) (1/k+8) }¢
e ol <
A+EH1-e] "
Die Konstante ¢ wird so bestimmt, daf} fir &= —1
der Zahler des Integranden von N, (¢) verschwindet,
und damit der Integrand von N, bei &= —1 regular

wird. Diese Bedingung liefert
g {Hk}“
T 2:(14+k) U—k

+1

B dg ko1 f1+k)e
No(e) ~C./ A+H1—¢ 14k ¢ {I’Zk}
S |

und daher fiir

oder fir kleine ¢ entwickelt

Rt

No(e) = 1% =

N,(¢) kann kein Entwicklungsglied mit 1/¢ mehr
enthalten. Das niachsthohere Glied in der Entwick-
lung nach Potenzen von ¢ ist das von ¢ freie Glied.
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Das Integral N, (¢) liefert zu diesem Glied den Bei-
trag
+1

I (e - )
N‘”_O)*/{(H §) (1/k—%)

ko1 1ge
T4k 148

Durch Partialbruchzerlegung des ersten Terms in

diesem Integral erhilt man

Ny(e=0) = 1+k In?

1+k
%"

Die Summe aus der Entwicklung fiir Ny(e) und
dem Ausdruck N,(¢=0) liefert nach (35a) die
Entwicklung des Nennerintegrals NV bis zum 2. Glied,

also
}

Der Integrationsbereich des Zahlerintegrals Z (23)
wird durch die Substitution
2k

1—k

1+k

1—k (86)

k 1
-k 6{1+2eln

1+E&
1—-k

4 -
=~ £+

in den Bereich von —1 bis +1 ubergefiihrt. Unter
Beriicksichtigung der durch die Betragstriche im In-
tegranden festgelegten Vorzeichen erhélt man fir Z

41
_ 2k/'
—kJ {0=8) (4=8)

3+k

&

e {(4+E&) (B=E&) 1
(37)

. o 1+‘)]1

mit A= und B= -

Durch Abspalten der fir das Integral wesentlichen
Singularitdt bei &= + 1 folgt in Analogie zur Aus-
wertung des Nennerintegrals fiir das Zahlerintegral
die Entwicklung

+2¢In 1R

ko1
g 1+k ¢ { 2 VK’
3.2.2. Analytischer Ausdruck fir R(B) und seine
Giiltigkeit. Durch Einsetzen der Entwicklungen (38)
und (36) in Gl (22) folgt fiir den Plattenwiderstand
bei gleichzeitiger Entwicklung von cos @ =met . ..
' 1+&

2 Vk
l+k

(38)

1+2¢ln

R(B) =

do(B) me¢ {89

l+2eln

Im Ausdruck (39) fir R(B) sind Zihler und Nen-
ner Entwicklungen in ¢ bis zum linearen Glied. Um
den Wertebereich der Variablen a/b und @ angeben
zu konnen, fiir den Gl. (39) mit einem Fehler klei-
ner ca. 1% gilt, muf} die Giiltigkeit der Entwicklun-

7 Dal} diese Abschitzung des Giiltigkeitsbereiches erlaubt
ist, zeigt der Vergleich der durch die Entwicklung gewon-

=

0
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gen fir Zahler und Nenner getrennt bestimmt wer-

den. Wenn das lineare Glied 2 ¢ In ;_:;II: < 0,1 bleibt,
wird das quadratische Glied in ¢ von der GroBen-
ordnung 0,01 sein 7. Diese Bedingung wird oberhalb
der im ©-a/b-Diagramm (Abb. 8) eingezeichneten
Kurve 1 erfiillt. In gleicher Weise gilt fiir die Giil-

<01 (Giltigkeits

bereich oberhalb der Kurve 2 in Abb. 8). Fiir die
Entwicklung von cos @ gilt schlieBlich e < 0,24
(Bereich oberhalb der in Abb. 8 zur Abszisse par-
allelen Geraden 3). Fiir die Giltigkeit des Aus-

tigkeit des Nenners 2e¢ln ii

Y ==
_._.f_ (P e e e _\___
1 2 3
/
/
|
|
- ;
05 10 15 20 25 30 35 40 45 5 an
Abb. 8. Giiltigkeitsbereich der Entwicklung fiir groe Felder
O — a/2).

drucks (39) miissen alle drei Bedingungen gleichzei-
tig erfiillt sein. Als Giiltigkeitsbereich fir Ausdruck
(39) resultiert daher das in Abb. 8 schraffierte Ge-
biet.

Fir den Widerstand einer rechteckformigen Platte
erhdlt man somit in dem vorangehend abgegrenzten
Wertebereich mit 1/7e=tg @

R(B) — 2 1, 1-k\

g0+ 2 aphys (40

7o

4. Der Widerstand R(B) einer quadratischen
Halbleiterplatte

Wendet man auf die Integrale (23) und (24) im
Ausdruck (22) fiir den Widerstand R(B) unmittel-
bar die Substitution (26) an und anschlieBend auf
das Zahlerintegral Z nochmals die Substitution
“27, auf das Nennerintegral N dagegen die
Substitution 4 =e™2", so wird

Ll=e

o ¢}
Cof (2 v)
VA LA . .. dr (41
1+k / 4k P
g /7(1'+/k)2 + &)

nenen Ergebnisse mit exakter numerischer Auswertung
von (22) mit (23) und (24) ; vgl. auch Abschn. 5.
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Y Gof (2 ! v)
il W= 2E A/ & (42)
14k /(1 —Fk)2 in
" ]/ (1—|-k)2 +&in®y

Einsetzen von (41) und (42) in (22) liefert somit
fiir den Widerstand

~ Gof (2 g v)
t
" dy

/ 4k S8 n,
RB) - . ¢ [ (43)
do(B)cos® ® ( (©] ) )
Coj (2 =D
/ = d
f / (I==i) +&inzy '
¢V agwe e

Die Schreibweise (43) fiir den Widerstand R(B)
laft unmittelbar erkennen, dali R(B) unabhangig
vom Vorzeichen des Magnetfeldes B ist; bei Umkehr
des Magnetfeldes geht © iiber in — ©; O tritt in
(43) aber nur unter dem trigonometrischen und
hyperbolischen Cosinus auf.

Zihler- und Nennerintegral in (43) sind von
gleichem Bau. Sie unterscheiden sich lediglich durch
die konstanten Terme

4k/(1+k)? und (1—k)2/(1+k)2. .
Die Integrale werden identisch fiir ¥
4k=(1—k)2, (44) *

Gl.(44) wird fiir k=3 — /8 erfiillt. Fiir eine Wider- -

standsprobe mit einem a/b-Verhiltnis, das nach Gl. % i

(15) diesem k-Wert entspricht, gilt dann als exakte
Losung des Randwertproblems

| 1 2 G
BB~ do(B) cos O do(B) Vl +ig il

Da Gl. (45) fir alle @ gilt, also auch fir ©=0.
sieht man an dem Widerstand fir B=0

1§

B(O) = 2w
dal} (45) der geschlossene Ausdruck fiir den Wider-
stand einer Platte mit dem Seitenverhaltnis /b =1,
also einer quadratischen Probe ist.

(45)

5. Zusammenfassung und Diskussion der
Ergebnisse

Die Losung des Randwertproblems einer rechteck-
formigen, stromdurchflossenen Platte im transversa-
len Magnetfeld fiihrt auf einen Integralausdruck fiir

den Probenwiderstand R(B). Die Entwicklung die-
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ses Integralausdruckes liefert einfache analytische
Beziehungen, die das Verhalten des Plattenwider-
standes R(B) fur grofle und kleine Magnetfelder be-
schreiben. In Abb. 9 sind in einem ©-a/b-Diagramm
die Giltigkeitsbereiche fir die in Abschnitt 4 her-
geleiteten Entwicklungen schraffiert eingezeichnet.
Der Wertevorrat zerfillt danach in drei nicht zu-
sammenhéangende Bereiche I, II und III. T ist der
Giltigkeitsbereich fir Gl. (34), II der Giltigkeits-
bereich fiir (33) und schlieflich III der Giltigkeits-
bereich fir Gl. (40). Der Giltigkeitsbereich der an-
gefithrten Entwicklungen ist dadurch definiert, daf}
fiir den Wertevorrat der einzelnen Bereiche der Feh-
ler kleiner ca. 1% bleibt. Ferner wurde in Abschn. 4
fiir das spezielle Seitenverhiltnis a/b=1 die exakte
Losung (45) fir den Plattenwiderstand R(B) an-
gegeben. Der Wertevorrat, fiir den die Beziehung
(45) gilt, erscheint in Abb. 9 als eine zur Ordinate
parallele Gerade durch a/b=1. Der durch diese
schraffierten Bereiche nicht tberdeckte Wertevorrat
im ©-a/b-Diagramm (Abb.9) wurde durch nume-
rische Auswertung der Integrale (23) und (24) er-
schlossen.

g =

Zl : 7

g5 10 15 20 25 30 35

35 40 45 50 a/b

Abb. 9. Giiltigkeitsbereiche der analytischen Ausdriicke fiir
R(B).

Fir die zusammenfassende Darstellung der Ergeb-
nisse schreiben wir die in Abschnitt 3 und 4 abge-
leiteten Beziehungen fiir den Plattenwiderstand R(B)
auf den relativen Widerstand r(B) = R(B)/R(0) um.
Fir r(B) folgt aus (33) und (34) fir kleine Havrr-
Winkel & (Wertebereich T und II in Abb. 9)

0 2
r(B) = :(‘B)) {1+ 6@2g(afb) } (46)

mit gla/b) =1~ Vij“ : fiir kleine a/b
14S; b -
und glalb) = 133 . fiir grofe a/b .

Der relative Widerstand r(B) einer rechteckformigen
Platte 1aBt sich somit nach (46) darstellen als Pro-
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dukt aus dem Widerstand einer unendlich langen
Probe r.(B) =0(0)/o(B) (physikalischer Wider-
standseffekt) und einem zweiten Faktor, der den
Geometrieeinflufl beschreibt. Wahrend der physika-
lische Widerstandseffekt ausschlieflich vom Proben-
material abhédngt, geht die Materialeigenschaft in
den geometrischen Widerstandseffekt wegen

tg @ = (B) Ry B - 38“ «(B) B

nur implizit in den Hari-Winkel @ ein. Fiir kleine
HaLr-Winkel © besteht fiir den geometrischen Wider-
standseffekt quadratische Abhingigkeit in @, also
quadratische Abhangigkeit vom Magnetfeld B. Das
gleiche gilt nach der Frouvicaschen Formel 8 fiir die
physikalische Widerstandsinderung, so daf} bei recht-
eckformigen Halbleiterplatten fur kleine Magnetfel-
der die Widerstandsédnderung in jedem Falle quadra-
tisch in B ist.

In Abb. 10 ist der Entwicklungskoeffizient g(a/b)
des quadratischen Gliedes in © als Funktion von
a/b dargestellt. Die ausgezogenen Kurven zeigen den

108 W B
g1 N\
S 11K
06 —— s =
| \
I \
f N
o - LS
! I | N R 1
02 i | [~
i | . —
| :
1 |
035 1 2 3 4 -]

- W

Abb. 10. Der Entwicklungskoelfizient g(a/b) als Funktion des
Seitenverhiltnisses.

Verlauf des Koeffizienten fiir grofie und kleine a/b,
wie er durch die Entwicklungsausdriicke (46) be-
schrieben wird. Die beiden Kurveniste gehen infolge
der beschrankten Giiltigkeit der durchgefiihrten Ent-
wicklungen nicht stetig ineinander iiber. Die ge-
strichelt eingezeichnete Ubergangskurve zwischen
beiden Asten wurde durch numerische Auswertung

8 H. Fronvuicn, Elektronentheorie der Metalle, Springer-Ver-
lag, Berlin 1936, S. 232 ff.

9 0. M. Corsivo, Phys. Z. 12, 561 [1911].

10 Der Grenziibergang a/b — 0 (d. h. k — 1) 1Bt sich in ein-
facher Weice an (43) fir den Widerstand R (B) durch-
fiihren. Dieser Grenziibergang ist nur dann sinnvoll, wenn

H.J. LIPPMANN UND F.KUHRT

gewonnen. Fir a/b—~, d.h. fir unendlich lang
gestreckte Proben, verschwindet g(a/b) wie b/a,
und der relative Widerstand r(B) geht in den rein
physikalischen Widerstandseffekt (0)/o(B) iiber.
Fiir a/b —0 nimmt g(a/b) seinen groBten Wert an.
nimlich g(a/b) =1, und (46) wird identisch mit
dem Ausdruck, den man fiir den Widerstand einer
CorBino-Scheibe 2 ? bei kleinen @ erhiilt.

Man kann allgemein zeigen!%, daf3,bei beliebig
vorgegebenem © der relative Widerstand einer
rechteckigen Platte mit a/b — 0 in den Widerstand
einer CoraiNo-Scheibe beim gleichen Havi-Winkel 6
tibergeht.

Das Verhalten des relativen Widerstandes r(B)
fir grofe Magnetfelder (d.h. ® — 7/2) bei vor-
gegebenem Seitenverhiltnis a/b +0 wird dagegen
nach (40) durch

. _0(0) b o . 3 1k
rB) =75 leo+ 2my @)

beschrieben. Die Giiltigkeit dieser Beziehung ist im
Bereich 111 (Abb.9) gewéahrleistet, wobei & durch
die transzendente Gleichung (15) (siehe Abb.5)
bestimmt ist. Der relative Widerstand fiir grofe
Magnetfelder ist wiederum gleich dem Produkt aus
dem relativen Widerstand des unendlich langen
Streifens und einem Faktor, der den Geometrie-
einflull beinhaltet. Nach (47) verhalt sich der Geo-
metriefaktor einer rechteckigen Platte mit fest vor-
gegebenem Seitenverhdltnis a/b+0 fir grofle Ma-
gnetfelder (6O — 71/2) stets linear in tg ©. Tragt
man den Geometriefaktor o(B)/o(0) -r(B) iiber
tg © auf, so wird sein asymptotisches Verhalten fiir
O — 7/2 durch eine Gerade mit dem Anstieg b/a
und dem Ordinatenabschnitt 2 ® ln;*—;:— beschrieben.

T a
In Abb. 11 ist der Ordinatenabschnitt als Funktion
des Seitenverhiltnisses a/b aufgetragen. Fiir grofle
a/b ist der Ordinatenabschnitt positiv, fiir kleine a/b
dagegen negativ und wechselt bei a/b=1 sein Vor-
zeichen. Das asymptotische Verhalten des Geometrie-
faktors einer quadratischen Probe wird daher iiber
tg O aufgetragen durch eine Nullpunktsgerade unter
45° beschrieben. Fiir groBe a/b erhilt man fiir den
relativen Widerstand durch Einsetzen der Naherungs-

man vorher (43) in den relativen Widerstand r(B) um-
schreibt. — Der relative Widerstand einer unendlich brei-
ten Platte (a/b=0) 1aBt sich auch elementar berechnen.
Dabei kommt man zum gleichen Ergebnis wie bei der
Corsivo-Scheibe.
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+1

o/ —

)

Abb. 11. Ordinatenabschnitt der asymptotischen Entwicklung
(6 — 7/2) in Abhiingigkeit vom Seitenverhiltnis a/b .

2 b 1—k
; . In
Ordinatenabschnitt g n 2Vk

formel (15b) in (47)

r(B) = Z((g)) {1 + Z (tg 6-— i In 2)}
Nach Gl. (47 a) geht der relative Widerstand einer
rechteckformigen Probe auch fiir grofle Felder
(tg ©® > 1) mit a/b— o wiederum in den relativen
Widerstand des unendlich langen Streifens 6(0)/a(B)
iiber.

Fir die quadratische Probe (a/b=1) kann der
Integralausdruck (22) fiir den Widerstand R (B) ge-
schlossen ausgewertet werden und liefert als exakte
Lésung Gl.( 45), die auf den relativen Widerstand
r(B) umgeschrieben

r(B) = °((g>) V1+1g2 O

(47 a)

(48)
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lautet. Im Bereich kleiner HarL-Winkel & (0 < 6
< 0,45) konnen Wurzel und Tangens entwickelt
werden und man erhalt

(1+ Cj’,)

Im gleichen ©-Bereich wurde als allgemeine Ent-
wicklung Gl. (46) angegeben. Setzt man in (46),
und zwar in die Form fiir grofle Seitenverhalntisse,
a/b=1, so betrigt die Abweichung zwischen (48 a)
und (46) im Bereich 0 < 6 < 0,45 weniger als
1%. — Als asymptotische Entwicklung von (48) fiir
tg O > 1(0 — 2/2) wird

r(B) = 2

o(B) (48 a)

r(B) =Yg O®—06(0)R,B. (48Db)

a(B)

Der relative Widerstand einer quadratischen Probe
ist somit fiir ® — 71/2 proportional der magnetischen
Induktion B, wobei der Proportionalitatsfaktor das
Produkt aus Leitfdhigkeit beim Magnetfeld Null und
Havrr-Konstante ist. Dieses Ergebnis ist bereits in der
allgemeinen Entwicklung (47) enthalten; Gl. (47)
geht némlich fiir a/b=1 und dem zugehorigen k-
Wert k=3 — 18 in (48b) iiber.

Neben dem geschlossenen Ausdruck (48) fiir den
relativen Widerstand der quadratischen Probe ist die
Beziehung fiir den Widerstand einer Corsino-Scheibe
bereits bekannt 8

_ 00 2 G
r(B) = 218} (1+tg2 0). (49)
Zwischen dem Widerstand der CorsiNo-Scheibe
7 o(B) und dem Widerstand der quadratischen Probe
ro(B) besteht wegen (48) und (49) der einfache
Zusammenhang

ra(B) =Vrw(B) ro(B)
mit ro, (B) =6 (0) /a(B) als Widerstand der unendlich

lang gestreckten Platte. Der Widerstand einer qua-
dratischen Platte im Magnetfeld ist danach das geo-
metrische Mittel aus dem Widerstand des unendlich
langen Streifens (kleinstmogliche Widerstandsande-
rung) und dem Widerstand einer Corsino-Scheibe
(groBtmogliche Widerstandsianderung). Gl. (50) bie-
tet ein Verfahren zur Bestimmung des physika-
lischen Widerstandseffektes ¢(0)/o(B) und damit
des Beweglichkeitsverhaltnisses 1(0)/«(B) an. Man
miflt den relativen Widerstand einer quadratischen
Platte und einer aus dem gleichen Material her-
gestellten CorBino-Scheibe als Funktion des Magnet-

(50)
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feldes B. Aus (50) folgt dann fiir das Beweglich-

keitsverhaltnis

aih  Ta (50 a)
uB)  ry(B)

In Abb. 12 sind die Ergebnisse der numerischen
Auswertung ! des Integralausdrucks (22) mit (23)
und (24) fir den Widerstand rechteckférmiger Pro-
ben in einer Kurvenschar zusammengestellt. Aufge-
tragen wurde der Geometriefaktor o(B)/0(0) - r(B)
iber tg ®. Kurvenparameter ist das Seitenverhalt-
nis a/b. Fiir kleine HaLL-Winkel ©@ verlaufen alle
Kurven quadratisch in 6, wihrend fir tg®@>1
das bereits diskutierte lineare Verhalten in tg @ er-
kennbar ist. Die in Abb. 12 zusammengefaliten nu-
merischen Auswertungen bilden eine Abrundung der
theoretischen Behandlung des Geometrieeinflusses
auf den transversalen Widerstandseffekt rechteckfor-
miger Halbleiterplatten. Sie erschlieBen quantitativ
den durch die hergeleiteten analytischen Entwick-
lungsausdriicke nicht erfaiten Ubergangsbereich
zwischen kleinen und grofilen Hari-Winkeln € in
Abb. 9.

Die gewonnenen theoretischen Ergebnisse stehen
in quantitativer Ubereinstimmung mit den Messun-
gen des Widerstandseffektes an rechteckformigen
Proben aus Indiumantimonid nach Werss und WEL-
KER 2.

"' Fiir die numerische Auswertung der Integrale (23) und

(24) danken wir den Herren H. Horrmanxy und G. ZecrLiv
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Abb. 12. Geometriefaktor ¢ (B) /o (0) -r(B) rechteckiger Halb-
leiterplatten als Funktion von tg ® mit a/b als Parameter.

vom Mathematischen Institut der Siemens-Schuckertwerke
AG, Erlangen.

Der Geometrieeinflull auf den Hall-Effekt
bei rechteckigen Halbleiterplatten

Von Hans-Joacuim Lippmany und Frieprice Kunrt

Aus dem Laboratorium der Zentralwerksverwaltung der Siemens-Schuckertwerke AG, Niirnberg
(Z. Naturforschg. 13 a, 474—483 [1958] ; eingegangen am 20. Mirz 1958)

Die Hari-Spannung einer rechteckigen, stromdurchflossenen Halbleiterplatte im transversalen
Magnetfeld wird durch Losung des Potentialproblems berechnet. Der sich fiir die Hari-Spannung
ergebende Ausdruck ist das Produkt aus der Harr-Spannung der unendlich langgestreckten Platte
und einer Geometriefunktion, die vom Seitenverhiltnis a/b des Rechtecks und dem Harr-Winkel ¢
abhingt. Fiir kleine und groe HarL-Winkel werden analytische Ausdriicke fiir die Geometriefunk-
tion abgeleitet, wihrend das Ubergangsgebiet zwischen kleinen und groBen ©@-Werten durch numeri-
sche Auswertung der in der Geometriefunktion auftretenden Integrale erschlossen wird.

Der bekannte Ausdruck fiir die Harr-Spannung
eines Elektronenleiters im transversalen Magnetfeld B

Voo = IZ“ is B (1)

gilt nur fir unendlich langgestreckte Platten. Hierin
ist R, die Havr-Konstante des Elektronenleiters,
d die Dicke der Platte und i, der die Probe durch-
flieBende Steuerstrom. Bei rechteckigen Halbleiter-



